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Storrer, Birkhauser Skripten. Als StudentIn sollten Sie das Buch auch kaufen und im
Verlauf der Vorlesung MAT 182 vollstéandig durcharbeiten. Fiir Ihre eigenen Bediirfnisse
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14. INTEGRATION VON VEKTORFUNKTIONEN

(14.2) Gewohnliche Integration von Vektorfunktionen

Eine Vektorfunktion #(¢), gegeben durch

r1(t)

wird bekanntlich (vgl. (8.5)) koordinatenweise abgeleitet:

, 71(t)
7= | 72(t)
73(t)

Ganz analog kann man das bestimmte Integral koordinatenweise berechnen. Wir definie-
ren:

b f; ri(t) dt
/ Ft) dt = f(f ro(t) dt

Der Wert dieses Integrals ist also wieder ein Vektor. Wir betrachten nun Anwendungen
dieses Konzepts.

Beispiele

Zur Vorbereitung repetieren wir aus Kapitel 9 den Zusammenhang zwischen Ge-
schwindigkeit und Strecke im eindimensionalen Fall.
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Wir haben:

1. Von einem bewegten Massenpunkt sei der Geschwindigkeitsvektor

U1 (t)
v(t) = | va(t)
(R} (t)

zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ bekannt. Zur Zeit ¢y befinde er sich an der durch
den Ortsvektor 7(tg) = 7o gegebenen Stelle. Wo befindet er sich zum Zeitpunkt ¢?

Es sei 7(t) der Ortsvektor des Massenpunkts zur Zeit ¢. Nach (8.4) ist dann 9(t) =
7(t). Fiir die 1. Koordinatenfunktion gilt daher

U1 (t) = 7.“1 (t) .

Durch Integration erhalten wir

/tvl(u) du = /t r1(u) du = rq(t) — ri(to) ,

to to

denn 74 (t) ist natiirlich eine Stammfunktion von 71 (t). (Da die obere Integrations-
grenze t heisst, wurde die Integrationsvariable neu mit u bezeichnet.) Analoge
Formeln gelten fiir die beiden andern Koordinaten. Diese drei Beziehungen lassen
sich gemass der obenstehenden Definition zur folgenden Vektorgleichung zusamm-
enfassen:

/t (u) du = 7(t) — 7(to) .

Wir erhalten als Antwort auf die eingangs gestellte Frage

t

7(t) = 7(to) +/ U(u) du . X
to

Wir stellen fest, dass die Integration auch fiir Vektoren als Umkehrung der Different-

iation betrachtet werden kann (vgl. (12.8), wo auch das eindimensionale Analogon

der obigen Formel steht).
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Ein konkretes Beispiel: Ein Punkt bewegt sich im Raum mit der Geschwindigkeit

2t
7(t) = [ 1 -3¢
1+ 4¢3

Wo ist er zur Zeit t = 2, wenn er zur Zeit t = 0 a) im Nullpunkt, b) im Punkt P(1, —1,2)
war?
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(14.3) Vektorfelder (vector field)

Denken Sie an Wind im R3, Wasser im Fluss, Blut in den Blutbahnen.

Bis jetzt haben wir Vektorfunktionen 7(t) betrachtet, bei denen der Vektor 7 vom
Parameter ¢, also nur von einer Variablen, abhing. Nun wollen wir Vektoren unter-
suchen, die vom Ort (welcher durch drei Variablen, ndmlich die drei Koordinaten, be-
schrieben wird) abhéngen. Diese Situation lasst sich darstellen, indem man in jedem
Punkt R des Raumes den zu R gehorigen Vektor aufzeichnet. Die Lange und die Richt-
ung dieses Vektors konnen sich von Punkt zu Punkt andern. Die untenstehenden Illu-
strationen sind aus zeichnerischen Griinden zweidimensional; in Wirklichkeit hat man
sich die Situation raumlich vorzustellen.

a) Eine Fliissigkeit stromt durch eine Rohre. In jedem Punkt R ist die an dieser
Stelle herrschende Stromungsgeschwindigkeit (ein Vektor!) eingezeichnet:

/%\>

— - B
— —
N

7
— _ —
— - —_
_—

b) Windgeschwindigkeit. In jedem Punkt eines gewissen Teils der Lufthiille ist die
zugehorige Windgeschwindigkeit eingetragen (hier scheint gerade ein Wirbelsturm zu

wiiten, vergleiche dazu auch pttps://schweizermonat.ch/die-unmoegliche-frisur/]

):

c) Kraftfelder. Dies ist eine wichtige physikalische Anwendung. In jedem Punkt
des Raumes (oder eines Teilgebiets davon) wirkt eine bestimmte Kraft, deren Grosse
und Richtung im allgemeinen von ihrem Angriffspunkt abhéngt:

l

AN

/

NS
/
/ \\

I
I
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Nun betrachten wir die Situation allgemein. Um den Punkt R vektoriell darstellen
zu konnen, wéhlen wir einen Ursprung O. Zum Punkt R gehort dann ein Ortsvektor,
néimlich der Vektor # = OR. Da der im Punkt R angebrachte Vektor F (zum Beispiel
Wind mit Richtung und Stérke) von R und damit von 7 (Ort) abhéngt, schreibt man
dafiir F(7) (Wind an Ort 7).

Damit liegt eine Funktion vor, welche jedem Vektor 7 des Raumes einen neuen
Vektor

zuordnet, also eine Funktion, die auf R3 definiert ist und Werte in R? annimmt:
F:R® 5 R

Eine solche Funktion nennt man ein Vektorfeld. Wenn der Vektor F eine Kraft darstellt,
wie im Beispiel ¢), dann spricht man auch von einem Kraftfeld. Kraftfelder kommen
auch in der Esoterik in ganz anderer Bedeutung vor (”Ich spiire hier ein Kraftfeld”).
Wir gehen hier aber aus Zeitgriinden nicht weiter auf dieses spannende Thema ein.

Der Vektor F = ﬁ(f’) ist wie iiblich durch seine drei Koordinatenfunktionen gege-
ben:

™
F: T2 y
3

also jeweils von drei reellen Zahlen abhédngen. Fj, F5 und Fj3 sind somit (reellwertige)
Funktionen von drei Variablen. Auf Funktionen von mehreren Variablen wird spéater
noch genauer eingegangen (Kapitel 22). Es folgen zwei formelméssig gegebene Beispiele:
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1. Wenn die involvierten Funktionen nicht so gut bekannt sind, hilft eine Wertetabelle:
Wir betrachten dazu ein Vektorfeld in der Ebene (denken Sie vielleicht an Wind knapp
tiber der flachen Erdoberfliche), gegeben durch

Do ™ — T2 . - T1
F(r)_(rl+r2> fiir r—(m).

Wir stellen eine Wertetabelle auf, wie wir sie fiir gewohnliche Funktionen kennen. Weil
es jetzt von 2 Dimensionen zu 2 Dimensionen geht, sieht das umstandlicher aus, als wir

uns gewohnt sind:

S Ol oo
DO 00 00
SICEGICIRGIE

> T'1
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2. Elektrostatisches Feld einer Punktladung an der Stelle 72 Sie miissen nachfolgende
Details aus der Physik nicht kennen. Lediglich die Formel am Schluss werden wir dann
genauer anschauen, von hoher Flughtche aus analysieren und auf den kommenden Seiten
eine paar allgemeine Schlussfolgerungen herleiten.

Formeln aus der Physik verstehen lernen, priifen von: Dimensionen, Einheiten, Natur-
konstanten (inkl. Grossenordnungen). Mit einzelnen Variablen in die Extreme gehen
(gegen 0, gegen o0). Vereinfachung, wenn zum Beispiel Temperatur T konstant in
pV/T = ki, wird zu pV = k. Kommt 27 oder 47 vor, warum? Zahlenbeispiele (setzen
Sie typische Zahlen aus dem ” Alltag” ein), inklusive ”"strange” Félle (wenn zum Beispiel
gewisse Grossen/Ausdriicke 0 sind - was bedeutet das?
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Eine allgemeine Schlussfolgerung aus dem letzten Beispiel. Wir stellten fest, dass der
Betrag des elektrostatischen Feldes umgekehrt proportional zum Quadrat des Betrages
von 7 (also der Distanz zum Ursprung) ist:

= Q Q
Er) =——|r="—=5.
| E(7)] Treo TP 7] Treo 72
Was wir hier erarbeitet haben, ist ein allgemeines Prinzip, welches in Naturwissenschaft
und Technik viele Phanome erklaren hilft. Wann immer wir eine Formel von der Art

antreffen, dass eine Wirkung w dem folgenden Gesetz geniigt:

KQ

w=-—=
Ar2

dann kann man dieses quadratische Abnahmegesetz folgendermassen interpretieren:
K ist eine Naturkonstante, ) eine Quelle im Ursprung, r die Distanz zum Ursprung
und damit zur Quelle. Kommt uns 472 bekannt vor? Es ist die Oberfliche einer Kugel
mit Radius r. Doch weshalb taucht dies hier im Nenner auf? Wenn wir zum Beispiel
eine Strahlungsquelle im Ursprung platzieren (Mobiltelefon, radioaktive Probe), dann
fassen wir diese als Punktquelle auf, welche radial in alle Richtungen strahlt. Wenn wir
jetzt erstmal lediglich die Verdiinnung der Strahlungsquelle durch Distanz betrachten,
dann gilt folgendes: Wenn Sie sich von 2 Metern auf 4 Meter Distanz von der radial
in alle Richtungen strahlenden Quelle entfernen, wird nicht mehr nur die Halfte der
Strahlung auf Sie treffen, sondern nur noch ein Viertel: dazu denken Sie sich eine Kugel
von 2 Metern und eine solche von 4 Metern Radius um die Quelle. Die Oberflachen der
Kugeln sind 4722 = 167 beziehungsweise 474%? = 647. Es ist also ein Faktor 4. Die
urspriinglich von der Quelle emittierten Strahlen verteilen sich damit auf eine 4 mal
grossere Fliche und entsprechend trifft auf jeden cm? auf der dusseren Kugel nur noch
1/4 der Strahlen im Vergleich zu einem cm? auf der inneren Kugel. Dass 4772 in obiger
Formel in den Nenner gehort, kann man dann auch so verstehen, dass K@ auf eine
Fliche 47r? aufgeteilt wird, also “pro” Fliche und “pro” ist ein Hinweis, dass etwas in
den Nenner gehort.
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Was sind nun die Konsequenzen dieser Formel? Ein paar Beispiele, wobei wir noch-
mals die Einschrankungen der nachfolgenden Schlussfolgerungen auflisten: es muss
eine Punktquelle sein, welche radial in alle Richtungen wirkt. Wir haben Bremswir-
kungen, Wechselwirkungen nicht beriicksichtigt, sondern lediglich als Haupteffekt die
Verdiinnung der Strahlungsquelle durch Distanz betrachtet, rein von der Geometrie,
der Symmetrie. Physikalisch kann man diese Verdiinnung oft durch den Energieerhal-
tungssatz erkliaren. In der Realitat ist der Riickgang wegen obiger weiterer Effekte
noch schneller als quadratisch! Fiir Details und genauere Angaben konsultiere man die
entsprechende Fachliteratur.

1. Die Strahlen des Mobiltelefons: Sie sollten langere Gesprache mit Kabel durch-
fithren: anstatt dass Sie das Mobiltelefon direkt am Ohr halten (und damit prak-
tisch die Hélfte der Strahlen mit Ihrem Kopf absorbieren), trifft bei 1 Metern
Distanz nur noch ein Bruchteil auf Ihren Kopf und die heikle Gehirnregion auf.
Wir haben eine quadratische Abnahme mit der Distanz.

2. Auch bei radioaktiven Strahlen gilt bei Punktquellen analog dem ersten Beispiel eine
quadratische Abnahme. Die 3 Grundprinzipien des Strahlenschutzes beinhalten
denn auch: Abschirmung, Expositionsdauer und eben die Distanz.

3. Die Gravitationsformel nach Newton:

F— GTT,,L1127TL2

4. Auch die Intensitét der Schallwellen (Energie pro Flache und pro Zeit) im Freien,
aber nicht die empfundene Lautstérke (vgl Kapitel 18 im Buch), nimmt mit der Dis-
tanz quadratisch ab (bei Punktquellen - was Lautsprecher gewhnlich eben gerade
nicht sind!).
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5. Bei Radar-Geraten muss man berticksichtigen, dass die Strahlen vom aussendenden
Radargerit auf das Flugzeug treffen und dort erneut gesendet (reflektiert) werden.
Das fithrt im Wesentlichen (abgesehen von Spezialeffekten) zu einer Abnahme mit

Um dieser sehr starken Abnahme entgegenzuwirken kann man auf Flugzeugen einen
Sender (Transponder) installieren, der aktiv von sich aus sendet.

6. In der Seismologie will man mit Sprengungen im Boden Riickschliisse auf den Unter-
grund machen. Bei homogenem Untergrund hatte man bei einer einzelnen Spreng-
ladung eine quadratische Abnahme bis zur ersten Reflexion; die Abweichungen
davon helfen in der Seismologie, Riickschliisse zum Untergrund zu machen.

7. Wihrend man bei einer Luftexplosion auch eine quadratische Abnahme der Wir-
kung hat, gilt erfahrungsgemass approximativ bei Explosionen auf der Oberfliche,
dass dank Bodeneffekt die Abnahme gemiiss r~2-2 geschieht.

8. Bei Explosionen in Flugzeugen ist die Prognose nicht gut, da es sich im Wesentlichen
um eine eindimensionale Rohre handelt. Die Explosionswirkung kann sich kaum
verdiinnen.

Eine weitere Frage ist, wie die Wirkung einer starkeren Quelle durch grésseren Abstand
wieder neutralisiert werden kann. Dies kann man aber einfach an der Formel ablesen:

KQ

w = )
4mr?

Konstant sind K und 47. Wenn wir () verneunfachen, muss man r verdreifachen, um
die gleiche Wirkung zu haben wie zuvor.

https://schweizermonat.ch/1000mal-schlimmer-als-hiroshima/|
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(14.4) Kurvenintegrale (line integral, path integral, curve integral, and curvilinear integral)

ausfiihrlicher im Buch / wichtig fiir Priifung / einfaches Kochbuchrezept p+3

Vorbereitung: Bsp aus Physik: F() Kraftfeld im Gebiet G, Kurvenstiick C:

Kurvenstiick durch Parameterdarstellung (8.3) gegeben:
t—7(t), telab].

7(a) entspricht Anfangspunkt, 7(b) Endpunkt der Kurve, d.h., es ist 7(a) = Oj, 7(b) =
OB (wo O wie tiblich den gewé&hlten Nullpunkt bezeichnet).

Ziel: Arbeit W bestimmen, welche das Kraftfeld leistet, wenn sich ein Massenpunkt
langs der Kurve C unter der Einwirkung des Kraftfeldes F' = F (') bewegt.

Als Orientierungshilfe, Repetition Gymnasialstoft:

I: konstante Kraft, v konstant, geradlinig, Kraft in Bewegungsrichtung (” Arbeit = Kraft
x Weg”): W = Fs wo s = vt, v = $. Damit haben wir auch W = F's = Fuvt = Ft.

II: Kraft nicht mehr konstant; sonst alles wie oben. Dann von Kapitel 9: aus s = vt
wird s(t) = fg v(u)du und aus W = F's wird W = [ F(u)du.

III: Am Schluss p+1 haben wir Kraft weder konstant, noch geradlinig, noch in Be-
wegungsrichtung (brauchen Skalarprodukt):

W:/ F(r(t)) - 7(¢) dt
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Ausfithrung: unterteilen Zeitintervall [a,b]: a = tg < t; < toa < ... < t, = b .
Unterteilen Strecke 7(tg) = A,7(t1),...,7(t,) = B auf der Kurve C:
A

ATT; = F(tl) - F(ti_l)

—

Immer feinere Unterteilung fithrt zu F(7(t;_1))=EF(7(t;))

Jetzt gilt etwa ” Arbeit = Kraft x Weg”: W; ~ F(7(t;_1)) - AF; . (Skalarprodukt!)
Fiir die Gesamtarbeit haben wir damit W ~ Y27 F(7(t;_1)) - AF; .

Vom Gymnasialstoff: s = vt = §t. ”Strecke” wird an der Hochschule mit 7 bezeichnet,
womit wir ersetzen konnen: § = 7. Damit haben wir in obiger Gleichung statt der
Strecke A7; neu 7(t;—1)At;. Damit erhalten wir neu fiir die gesamte Arbeit

W~ Z F(7(ti—1)) - Pti—1) At .

=1

Je feiner die Unterteilungen werden, desto besser approximiert die rechte Seite das,
was man sich anschaulich unter der gesamten geleisteten Arbeit vorstellt. Man macht
daher (wie schon in fritheren Fillen, z.B. in (9.3)) die durch die obigen Uberlegungen
motivierte Beziehung zur Definition und beschreibt die Gesamtarbeit durch die Formel

W = Aléﬂ_l)ﬂ;F(T(ti_l)) . T(ti_l)Ati .

Nach (10.2) ist der Limes dieser Riemannschen Summe nichts anderes als das Integral

/ F(r(t)) - 7(¢) dt

2 Bemerkungen: Dies ist eine reelle Zahl ((14.2) war 3-dimensional). Vgl mit Formel
p-1 unten!
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Somit konnen wir zusammenfassend sagen: Die in der besprochenen Situation ge-
leistete Arbeit ist definiert durch

W:/ F(F(t)) - 7(¢) dt

Ein Integral dieser Form heisst ein Kurvenintegral. Es kann auch fiir beliebige Vektorfel-
der, unabhéngig vom Begriff der Arbeit, definiert werden. Wir halten also allgemein
fest:

Es sei F = F (7) ein beliebiges Vektorfeld und C sei ein Kurvenstiick, gegeben
durch die Parameterdarstellung 7 = 7(t) (¢ € [a,b]). Unter dem Kurvenintegral (oder
Linienintegral) von F iiber C versteht man das Integral

b .
(1) / Fr(t)) - 7(¢) dt

Beachten Sie, dass es sich bei (1) um ein ganz gewohnliches Integral einer Funktion
einer Variablen handelt.

Ist die Definition des Kurvenintegrals einmal vorhanden, so kann man den Begriff
der Arbeit in seiner allgemeinsten Form als ein derartiges Kurvenintegral definieren
— die motivierenden Betrachtungen haben gezeigt, dass das Kurvenintegral fiir diesen
Zweck unentbehrlich ist.

Schreibt man die Vektoren in Komponentenform

so erhalt man, ausfiihrlich geschrieben:

b

(2) / E(7(t)) - 7(t) dt = / (FL (7)1 (t) + Fo(F(t))io(t) + F3(7(t)r3(t)) dt .

a

Unter Verwendung von (2) lassen sich Kurvenintegrale berechnen (siehe (14.6), wo auch
ein Rechenschema angegeben ist).

(14.5) Weitere Informationen {iber Kurvenintegrale
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(14.6) Beispiele zur Berechnung von Kurvenintegralen

Berechnen Sie [, F(7) di', wobei das Kurvenstiick C' gegeben ist durch 7(¢).

g — T3 1
F(F) = rs — 11 , F(t) = t , te [0, 1] .
r — T2 t2

197
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3. Zu berechnen sei f() 7 - dr, wobei C' der Einheitskreis in der xz-y—Ebene sei. Fiir C
konnen wir die Parameterdarstellung aus (8.2.2) wihlen:

cost
r(t) = | sint |, te€]0,2n].
0

Das Vektorfeld F(7) ist hier schon als Integrand gegeben, namlich durch F(7) = 7,
in Koordinaten also einfach

Hier miissen wir wohl erstmal herausfinden, was unter | o T+ dr’ zu verstehen ist:

Zu berechnen ist entsprechend Formel (2):

Unser Rechenschema liefert

. cost ) —sint
F(7(t)) = | sint |, 7(t) = | cost
0 0

Fiir den Integranden F(7(t)) - #(t) erhélt man
cost(—sint) +sintcost =0 .

Damit wird auch das Kurvenintegral

/F-dF:O. X
c

Die Tatsache, dass der Integrand gleich Null ist, hat eine ganz anschauliche Begriindung:
Da die Kurve C ein Kreis ist, steht der Tangentialvektor 7 stets senkrecht auf dem
Vektor 7 (= F()). Das Skalarprodukt ist also Null. Noch etwas anschaulicher und mit
gebiihrender Vorsicht: Fassen wir F' als Kraftfeld auf, so steht bei einer Kreisbewegung
die Kraft F(7) = 7 stets senkrecht auf dem “unendlich kleinen” Kurvenstiick d7. Somit

ist das Skalarprodukt - d” = 0 und damit auch die geleistete Arbeit: [, 7 dif = 0.
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Bemerkung zur Situation, wenn die Kurve ”geschlossen” ist:

Energie vs Arbeit - beides in Joule J, aber was ist der Unterschied? Arbeit
wird in Form von Energie gespeichert und Energie in Form von Arbeit wieder freige-
setzt. Energie (gespeichert) entspricht Arbeit (bei Leistung, Bewegung), gleiche Ebene,
gleiche Einheit: Joule J, auch deshalb streng physikalisch: ”umwandeln” und nicht
"verbrauchen”. Etwa: Arbeit ist ein Prozess; Energie ein Zustand.

Nebenbei, aus dem téaglichen Leben:

lWww.schweizermonat.ch/groessenordnungen-sind-glueckssachqg

und deshalb: 2’400 Kilokalorien = 10’000 KiloJoule (Tagesbedarf Biiromensch)

Tipp fiir Ihr Sozialleben: nicht jedes Mal auf das “Kilo” aufmerksam machen!
von kcal zu kJ, etwa mal 4 merken; genauer: 4.184

1 Tafel Schokolade: 500 kcal = 2000 kJ, also 1/5 Tagesbedarf = 1 Stunde aktiv auf dem
Feld Fussballspielen

in den USA: 1 Cal=1’000 Kalorien=1 kcal, 1 cal=1 Kalorie


www.schweizermonat.ch/groessenordnungen-sind-glueckssache
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Wichtig:

1. Lesen Sie jetzt das komplette Kapitel im Buch selber durch.

2. Losen Sie danach mindestens 5 Aufgaben hinten im Kapitel und vergleichen Sie mit
den Losungen am Schluss des Buches. Bei Bedarf losen Sie mehr Aufgaben.

3. Gehen Sie in die Ubungsstunde. Drucken Sie das Ubungsblatt dazu vorher aus, lesen
Sie vorher die Aufgaben durch und machen sich erste Gedanken dazu (zum Beispiel,
wie man sie 16sen konnte).

4. Dann losen Sie das Ubungsblatt: zuerst immer selber probieren, falls nicht geht: Tipp
von Mitstudi benutzen, falls immer noch nicht geht: Losung von Mitstudi anschauen, 1
Stunde warten, versuchen, aus dem Kopf heraus wieder zu 16sen, falls immer noch nicht
geht: Losung von Mitstudi abschreiben (und verstehen - also sollte man insbesondere
keine Fehler abschreiben!).

5. Losen Sie die entsprechenden Priifungsaufgaben im Archiv.

Lessons learnt:

b

b
/ F(7(t)) - #(t) dt = / (F1(7(t)1 (t) + Fo(F(t))ra(t) + F3(7(t))i5(t)) dt

a

Klickerfragen zum Aufwirmen:

Frage 1: Man kann eine Vektorfunktion wie z.B. U(t) = (v1(t), v2(t), v3(t)) zwar ableiten,
aber nicht integrieren. Wahr oder Falsch

Frage 2: Das Integral einer Vektorfunktion wie z.B. #(t) = (vi(t),va(t),v3(t)) ist defi-

et /a oy dt = ( /a b v (t) dt, / b va(t) dt, /ab us(t) dt)'

Wahr oder Falsch
Frage 3: Das Integral eines Vektors ist wieder ein Vektor. Wahr oder Falsch

Frage 4: Erinnern Sie sich daran, dass bei der Integration von Vektoren jede Kompon-
ente der Vektorfunktion separat integriert wird. Gegeben ist die Vektorfunktion: #(t) =
(t3,2t% +3t,4—t). Welche der folgenden Vektorfunktionen ist das unbestimmte Integral
von 9(t)?

A) (14, 263 4 32, 517 — 4t)

B) (3t*+C, 2t + 31> + C, —5t> + 4t + C)

C) B2+ C,4t+3+C,—1+C)
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D) Keine der Antworten ist das Integral.

Frage 5: Erinnern Sie sich daran, dass bei der Integration von Vektoren jede Kompon-
ente der Vektorfunktion separat integriert wird. Gegeben ist die Vektorfunktion: o(t) =
(€', 71
u(t)?
A) (" +Clnjt|+C, 2t + 2+ C)
B) (e + C,Inlt + 1|+ C,2t* + O)
)
)

2t). Welche der folgenden Vektorfunktionen ist das unbestimmte Integral von

C) (et +C,In(t+1)+C,t2 + 2t + O)
D) Keine der Antworten ist das Integral.

Frage 6: Erinnern Sie sich daran, dass bei der Integration von Vektoren jede Kompon-
ente der Vektorfunktion separat integriert wird. Gegeben ist die Vektorfunktion: 9(t) =
(e!,2¢e?t 2). Welche der folgenden Vektoren ist das bestimmte Integral f; u(t)?

A) (e — el 2@ — 20 2q — 2b)

B) (b —e® 2€2b 2e%% 2b — 2a)

C) (eb e2’ — 2% 2b — 2a)

D) Kelne der Antworten ist das Integral.

Frage 7: Erinnern Sie sich daran, dass bei der Integration von Vektoren, jede Kompon-
ente der Vektorfunktion separat integriert wird. Gegeben ist die Vektorfunktion: #(t) =
(cos(t),4e? t). Welche der folgenden Vektoren ist das bestimmte Integral fab u(t)?
A) (sin(b) — cos(a), 2¢?* — 2€2*, 2b — 1a)

B) (sin(b) — sin(a), 2¢*® — 2¢%*, 1b — 1a)

C) (sin(b) — sin(a), 2e?® — 2e2*, 1b% — 1a?)
D) Keine der Antworten ist das Integral.
Frage 8: Erinnern Sie sich daran, dass bei der Integration von Vektoren, jede Kompon-
ente der Vektorfunktion separat integriert wird. Gegeben ist die Vektorfunktion: #(t) =
sin(t), — 7). Welche der folgenden Vektoren ist das bestimmte Integral fab o(t)?
(In|b+ 1| In|a + 1|, — cos(b) + cos(a), —§ + 1)
(In|b+ 1| —Inla + 1|, cos(b) — cos(a), —3 + <)

(t—i—l’
A

)
B)
Q)
D)

(In|b+ 1| —In|a + 1], cos(b) — COS(CL),% — %)
Keine der Antworten ist das Integral.

Frage 9: Sei F' : R2 — R? gegeben durch F(7) = (2ry, 71 + ra), mit 7 = (rq,72). Welche
der folgenden Antworten sind korrekt fiir eine Wertetabelle?
A) 7= (0,0), F(¥) = (0,0)
B) 7 = (1,0), F(F) = (2,1)
C) 7= (—1,1), F(7) = (-2,0)
)

D) Keine der Antworten sind korrekt.
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Frage 10: Sei F:.R2 & R2 gegeben durch ﬁ(f’) = (%rz +1,2r1 + 79), mit 7 = (ry,r2).
Welche der folgenden Antworten sind korrekt fiir eine Wertetabelle?
A) 7= (0,0), F(7) = (1,0)

B) 7= (r.0), F(7) = (0,2n)
C) 7= (L,1), F(r) = (3/2,2)
D) Keine der Antworten sind korrekt.

Frage 11: Sei F : R? — R2? gegeben durch F(7) = (™ +r1,71), mit 7 = (ry,r5). Welche
der folgenden Antworten sind korrekt fiir eine Wertetabelle?
A) 7= (0,0), F(7) = (e, 0)
B) 7= (0,1), F(7) = (2,1)
C) 7= (1,0), F(7) = (e +1,0)
)

D) Keine der Antworten sind korrekt.

Frage 12: Sei F' : R?2 — R? gegeben durch F(7) = (sin(ry),2cos(r1)), mit 7 = (r1,73).
Welche der folgenden Antworten sind korrekt fiir eine Wertetabelle?
A) 7 = (m,2m), F(F) = (1,0)
B) 7= (0,0), F(i) = (0,2)
C) 7= (w/2,7/2), F(7) = (1,0)
)

D) Keine der Antworten sind korrekt.

Frage 13: Sei F' : R™ — R™ ein Vektorfeld und C eine Kurve gegeben durch 7 = 7(t), ¢ €
[a,b]. Das Kurvenintegral von F iiber C ist definiert als: f: F(F(t))-#(t) dt. Wahr oder
Falsch

Frage 14: Sei F : R2 — R2, mit F(7) = (Fy(7), F5(7)) ein Vektorfeld und C eine
Kurve gegeben durch 7(t) = (r1(t),72(t)), t € [a,b]. Das Kurvenintegral von F iiber C
ldsst sich mithilfe der folgenden Formel ausrechnen: ff F(F@)) - 7(t) dt = f: Fi(7(t)) -

ri(t)dt + fj F5(7(t)) - rh(t) dt. Wahr oder Falsch
Losungen zu den Klickerfragen:

Frage 1: Falsch; Frage 2: Wahr; Frage 3: Wahr; Frage 4: Die korrekte Antwort ist
B) (;t*+ C, 213 + 32 + C, —5t* + 4t + O); Frage 5: D) Keine der Antworten ist die
Ableitung; Frage 6: Die korrekte Antwort ist C) (e® —e?, €2’ —e2?,2b—2a); Frage 7: Die
korrekte Antwort ist C) (sin(b) — sin(a), 2¢2* — 222, 162 2a?); Frage 8: Die korrekte
Antwort ist C) (In|b+ 1| —Ina+ 1|, cos(b) — cos(a), % -1y Frage 9: A), B) und C) sind
korrekt; Frage 10: Nur A) ist richtig; Frage 11: D) Keine der Antworten sind korrekt;

Frage 12: B) und C) sind korrekt; Frage 13: Wahr; Frage 14: Wabhr.



