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Storrer, Birkhauser Skripten. Als StudentIn sollten Sie das Buch auch kaufen und im
Verlauf der Vorlesung MAT 182 vollstéandig durcharbeiten. Fiir Ihre eigenen Bediirfnisse
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Ziirich. Das Copyright ist bei Birkhauser!

Kapitel 11: Theorie

Kapitel 12: Praxis, auch fiir MAT183!

Kapitel 20: Einschub (also Unterlagen dabei haben)
Kapitel 13: ein paar systematische Methoden

12. STAMMFUNKTIONEN UND DAS UNBESTIMMTE
INTEGRAL

(12.1) Uberblick

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fithrt man | (11.4)
die Berechnung von bestimmten Integralen auf das Auffinden von Stamm-
funktionen zuriick. Fiir eine Stammfunktion von f(z) schreibt man auch

/ () da

und nennt diesen Ausdruck ein unbestimmtes Integral. (12.7)

In diesem Kapitel werden die technischen Grundlagen zum Integrieren | (12.4), (12.5)
geliefert und an Beispielen illustriert. (12.6)

(12.2) Rekapitulation

Wir wiederholen die wichtigsten Ergebnisse von Kapitel 11. Dabei bezeichnet I
weiterhin ein beliebiges Intervall.
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e Die Funktion F heisst eine Stammfunktion von f : I — R, wenn F'(z) = f(x)
ist, fir alle x € I.

e Zwei Stammfunktionen von f : I — R unterscheiden sich nur um eine additive
Konstante.

e Es gilt der Hauptsatz: Wenn F' eine Stammfunktion von f ist, dann ist

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a) .

(12.3) Diskussion einiger Stammfunktionen

Der einfachste Weg, Stammfunktionen zu erhalten, besteht offenbar darin, eine
Liste der abgeleiteten Funktionen in der umgekehrten Richtung zu lesen. Wir illustrieren
diesen Sachverhalt anhand eines Auszugs aus der Tabelle (5.3):

Funktion > Ableitung
Stammfunktion «———— Funktion
T 1
x? 2z
x” rz" 1 (r € R)

e” e”
Inx 1/z
sinx Ccosx

Erste elementare Bemerkungen:
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Priifung: auf diesen beiden Seiten steht alles zu In(x) ab-/aufleiten:

Wie ist das jetzt mit dem Logarithmus, runter (ableiten)?

In

z|

1/x

A
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Wie ist das jetzt mit dem Logarithmus, rauf (aufleiten)?

Die Ableitungskaskade von 1/x und In(z):

- = In |x| zln|z| —x
x
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(12.4) Eine erste Liste von Stammfunktionen

Aufgrund der verschiedenen in (12.3) gemachten Bemerkungen kénnen wir die oben
aufgestellte Tabelle fiir den praktischen Gebrauch verbessern:

Funktion f(x) Eine Stammfunktion F'(z)
a ax
$r+1
r —1
T (7“1# ) 1
- In |x|
T
e’ e”
sin x —COoS T
CosS T sinx

Merke: sin’ = cos ; Rest damit herleiten

Wichtig ist die Tatsache, dass eine Stammfunktion nur bis auf eine additive Kon-
stante bestimmt ist. Man schreibt deshalb zur Verdeutlichung oft

F(x)+C, alsozB. Inlz|+C usw.

In der obigen Tabelle wurde darauf verzichtet. In manchen Anwendungen darf diese
sogenannte Integrationskonstante keinesfalls vergessen werden, z.B. bei Differentialglei-
chungen (Kapitel 16), in andern ist sie nicht nétig, z.B. bei der Anwendung des Haupt-
satzes (11.4), da dort F' eine beliebige Stammfunktion sein kann:

(12.5) Integrationsregeln

Die Tabelle in (12.4) ist durch Umkehrung der Ableitungsformeln (5.3) zustande
gekommen. Auch die Ableitungsregeln von (5.2) liefern anders interpretiert Integra-
tionsregeln. Da die Ableitung einer Summe gleich der Summe der Ableitungen ist, ist
die Stammfunktion einer Summe gleich der Summe der Stammfunktionen. Im einzelnen
erhalten wir auf diese Weise:
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Es seien F(x) bzw. G(z) Stammfunktionen von f(x) bzw. von g(x). Dann gilt
(1) F(x)+ G(x) ist eine Stammfunktion von f(z) 4 g(z).

(2) F(x) — G(z) ist eine Stammfunktion von f(z) — g(x).

(3) ¢F(z) ist eine Stammfunktion von cf(x).

Wendet man diese Regeln auf die Berechnung von Integralen mittels des Haupt-
satzes an, so erhdlt man die schon in (10.8) erwéhnten Formeln

/abcf(x)dJJ:C/abf(x)dx
[Lb(f(x)ig(x))dx:/abf(x)dx:t/abg(a;)dx_

Als Warnung sei noch erwahnt, dass es keine entsprechende Formel fiir das Produkt

[ ) ao

gibt. Analog auch nicht fiir den Quotienten:

(12.6) Beispiele, variiert vom Buch

2
Gesucht ist / (3z* 4 322 — 2) dx.
1
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2
2
Berechne / (\/E—f— t_4) dt.
1

1
Gesucht ist der Inhalt der Flache unter der durch y = — im Intervall [1,2] gegebenen
x
Kurve. Was passiert, wenn wir [1, 2] durch [—2, —1] ersetzen (Formel und Bild)?
1/x
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Beispiel aus der Physik: Ausdehnungsarbeit eines Gases
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(12.8) Integration als Umkehrung der Differentiation

Ist der Integrand schon selbst als Ableitung einer Funktion gegeben, so lasst sich
das bestimmte Integral mit Hilfe des Hauptsatzes sofort angeben, denn f(x) ist sicher
eine Stammfunktion von f’(x):

b
/ f(x)dz = f(b) - f(a) .

Beispiel

Wichtig:

1. Lesen Sie jetzt das komplette Kapitel im Buch selber durch.

2. Losen Sie danach mindestens 5 Aufgaben hinten im Kapitel und vergleichen Sie mit
den Losungen am Schluss des Buches. Bei Bedarf losen Sie mehr Aufgaben.

3. Gehen Sie in die Ubungsstunde. Drucken Sie das Ubungsblatt dazu vorher aus, lesen
Sie vorher die Aufgaben durch und machen sich erste Gedanken dazu (zum Beispiel,
wie man sie l6sen konnte).

4. Dann 16sen Sie das Ubungsblatt: zuerst immer selber probieren, falls nicht geht: Tipp
von Mitstudi benutzen, falls immer noch nicht geht: Losung von Mitstudi anschauen, 1
Stunde warten, versuchen, aus dem Kopf heraus wieder zu losen, falls immer noch nicht
geht: Losung von Mitstudi abschreiben (und verstehen - also sollte man insbesondere
keine Fehler abschreiben!).

5. Losen Sie die entsprechenden Priifungsaufgaben im Archiv.
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Lessons learnt:

Fiir eine Stammfunktion von f(z) schreibt man auch [ f(z)dz und nennt diesen Aus-
druck ein unbestimmtes Integral.

Die Ableitungskaskade von 1/z und In(x):

1 1
- - In |x| xln|z| —x
x x

Funktion f(x) Eine Stammfunktion F'(z)
a ax
xr—l—l
" —1
x (7“17'é ) 1
— In |z|
x
e’ e’
sinx —cosT
CoS T sinx

Oben Konstante weggelassen; ansonsten: Konstante nicht vergessen!

Es seien F(x) bzw. G(z) Stammfunktionen von f(x) bzw. von g(x). Dann gilt
(1) F(z)+ G(x) ist eine Stammfunktion von f(x) + g(z).

(2) F(x)— G(x) ist eine Stammfunktion von f(z) — g(z).

(3) cF(x) ist eine Stammfunktion von cf(z).

Fiir Produkte (und Quotienten) gelten die entsprechenden Regeln nicht!.
Klickerfragen zum Aufwarmen:

Frage 1: Seien F(z) bzw. G(z) Stammfunktionen von f(x) bzw. von g(z). Dann gilt
immer F(x) 4+ G(z) ist eine Stammfunktion von f(z) + g(x). Wahr oder Falsch

Frage 2: Seien F(z) bzw. G(z) Stammfunktionen von f(x) bzw. von g(z). Dann gilt
immer F(x) — G(z) ist eine Stammfunktion von f(z) — g(x). Wahr oder Falsch

Frage 3: Seien F(z) bzw. G(z) Stammfunktionen von f(x) bzw. von g(z). Dann gilt
immer F(x) - G(z) ist eine Stammfunktion von f(x) - g(x). Wahr oder Falsch
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Frage 4: Seien F(z) bzw. G(z) Stammfunktionen von f(x) bzw. von g(z). Dann gilt
immer F(x)/G(x) ist eine Stammfunktion von f(x)/g(x). Wahr oder Falsch

Frage 5: Sei F(x) eine Stammfunktion von f(x). Dann gilt immer cF(x) ist eine
Stammfunktion von c¢f(x), fiir ¢ € R. Wahr oder Falsch

Frage 6: Seien F'(z) bzw. G(z) Stammfunktionen von f(x) bzw. von g(z). Dann gilt
immer F(G(x)) ist eine Stammfunktion von f(g(x)). Wahr oder Falsch

Frage 7: Sei F'(x) eine Stammfunktion von f(z). Dann gilt immer F’(z) ist eine Stam-
mfunktion von f’(z). Wahr oder Falsch

Losungen zu den Klickerfragen:

Frage 1: Wahr; Frage 2: Wahr; Frage 3: Falsch; Frage 4: Falsch; Frage 5: Wahr; Frage
6: Falsch; Frage 7: Wahr.



