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11. DER HAUPTSATZ DER DIFFERENTIAL-
UND INTEGRALRECHNUNG

engl: Fundamental theorem of calculus

(11.2) Das bestimmte Integral als Funktion der oberen Grenze

Hier und im folgenden bezeichnet I ein beliebiges (offenes, abgeschlossenes etc.)
Intervall. Wir betrachten eine stetige Funktion

f:I—R

und wéhlen ein festes a € I. Fiir jedes x € I ist dann das bestimmte Integral fax f(t)dt

f(t)

> 1

im Sinne von (10.2) definiert. Auf diese Weise erhalten wir eine neue Funktion

¢: ] >R, @(m)::/mf(t)dt.
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Wenn f(z) > 0 ist, so hat ®(z) eine einfache geometrische Bedeutung als Inhalt
des schraffierten Flachenstiicks:

f(t)

Beispiel: In (10.7) haben wir gesehen, dass gilt:

Nach einer Umbezeichnung erhalten wir in diesem speziellen Fall eine Formel fiir die
Funktion ®, namlich

z 3
@(m):/ 2dt ="
0 3

Dieses Resultat kannten iibrigens schon die alten Griechen.

Wieder allgemein: Fiir die so definierte Funktion ®(z) = [ f(¢)dt gilt nun die
folgende dusserst wichtige Tatsache:

Tatsache (I): ® ist auf I differenzierbar und es ist ®'(z) = f(z) fir alle x € I .

Das bisher einzige Beispiel eines Integrals, fiir welches wir einen formelmassigen
Ausdruck kennen, ist oben erwithnt. Hier ist f(z) = 2%, ®(x) = 23/3, und in der Tat
ist hier ®'(x) = f(x). Dies bestétigt die Tatsache (I).
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Wir geben jetzt eine anschauliche Begriindung fiir die Tatsache (I):

Vv
~+
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(11.3) Stammfunktionen

Wir kniipfen an die Tatsache (I) von (11.2) an und fiihren einen neuen wichtigen
Begriff ein:

Es sei f: I — R eine Funktion. Unter einer Stammfunktion (engl antiderivative,
primitive function, primitive integral or indefinite integral; pragmatisch auf Deutsch
auch “Flachenfunktion”) von f versteht man eine Funktion F', fiir die gilt:

F'(z) = f(z) firalle z€T.

Die Tatsache (I) kann nun auch so formuliert werden: Wenn f stetig ist, so ist die durch

B(z) = /m F(t)dt

gegebene Funktion ® eine Stammfunktion von f.

Somit hat jede stetige Funktion f (mindestens) eine Stammfunktion, namlich ®.
Da aber die direkte Berechnung eines bestimmten Integrals i.a. grosse Miihe macht, ist
dies zunachst nur von theoretischem Interesse.

Der entscheidende Punkt ist nun aber der, dass man das Problem auch umgekehrt
betrachten kann (“antiderivative”). In vielen Féllen kann man némlich ganz direkt eine
Stammfunktion angeben, indem man einfach die Ableitungsregeln umkehrt. So ist z.B.
F(x) = sinz eine Stammfunktion von f(z) = cosz (denn F’'(z) = (sinz)’ = cosx =
f(x)), G(z) = 2% eine Stammfunktion von g(z) = 2z (denn G'(z) = (22) = 2z = g(x)).
Wir iiben dies gleich mal zusammen:
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Diesen Sachverhalt kann man jetzt verwenden, um bestimmte Integrale unter Ver-
wendung von auf irgendeine Weise direkt gefundenen Stammfunktionen zu berechnen:
Wir werden die Uberlegungen anhand des ersten Beispiels weiterfithren. Aus der all-
gemeinen Theorie wissen wir, dass

@(m):/ costdt

eine Stammfunktion von f(z) = cosz ist. Anderseits haben wir direkt eingesehen, dass
F(z) =sinx

ebenfalls eine Stammfunktion von cos x ist. Wenn wir nun schliessen diirften, dass diese
beiden Stammfunktionen ® und F' gleich waren, dass also

T b
/ costdt = sinx oder speziell / costdt =sinb
a a

wére, dann hatten wir ein — bisher so unzugéngliches — Integral auf einfachste Weise
berechnet. Leider ist diese Uberlegung nicht ganz richtig (doch trésten Sie sich: Es ist
noch nicht alles verloren!).

Der Grund dafiir, dass die eben durchgefiihrte Betrachtung nicht korrekt ist, liegt
darin, dass eine stetige Funktion stets unendlich viele Stammfunktionen hat. Es gilt
namlich:

Tatsache (II): Wenn F(z) eine Stammfunktion von f(z) ist, dann ist auch F(x)+C
fiir jede reelle Zahl C' eine Stammfunktion von f(x).

Dies folgt einfach daraus, dass jede konstante Funktion die Ableitung 0 hat. Deshalb
ist in der Tat (F'(z) + C) = F'(z) = f(x).

Von dieser Feststellung gilt aber auch die Umkehrung;:

Tatsache (III): Es seien Fj(z) und Fy(z) Stammfunktionen von f(x). Dann gilt
Fi(x)—Fy(x) = C (fiir alle z) fiir eine geeignete Konstante C', oder, anders geschrieben:

Beweis:
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Nun betrachten wir unser Beispiel von vorher nochmals mit neuem Mut. Wir diirfen
zwar nicht schliessen, dass die beiden Stammfunktionen ®(x) und sinx von f(x) = cosx
gleich sind. Wohl aber gilt, dass sie sich bloss um eine Konstante unterscheiden. Es
gibt also eine Zahl C' mit

xX
O(x) = / costdt =sinx + C' .
Wie lasst sich dieses C' nun bestimmen? Setzen wir x = a, so wird
d(a) = / costdt =0=sina+C
a

und wir finden
C = —sina.
Fiir alle z gilt also
/ costdt =sinx — sina
und speziell (mit x = b)

b
/ costdt =sinb —sina .
a

Noch spezieller haben wir zum Beispiel das Resultat
/2 -
/ costdt =sin — —sin0=1.
0 2

Dies ist nun wirklich ein Erfolg! Wir haben ein bestimmtes Integral, dessen Definition
(mit Riemannschen Summen) so kompliziert war, auf ganz einfache Weise berechnen
konnen.

Interpretieren wir die letzte Formel geometrisch, so sehen
wir, dass der Inhalt der schraffierten Flache unter der Cosi-

nus-Kurve = 1 ist!

Probieren wir das Verfahren gleich nochmals aus: Zu berechnen sei

b
/t3dt.
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(11.4) Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Das folgende Resultat ist fiir die Berechnung von Integralen dusserst wichtig.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

Die Funktion f sei auf dem Intervall I definiert und stetig. Ferner sei F' eine beliebige
Stammfunktion von f. Dann gilt fiir alle a,b € I:

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a) .

Der Beweis dieses Satzes (Hausaufgabe) folgt den bereits angestellten Uberlegungen:
Nach der “Tatsache (I)” von (11.2) ist ®(z) = [ f(t) dt eine Stammfunktion von f(z).
Wegen der “Tatsache (III)” von (11.3) unterscheiden sich also ® und F nur um eine
Konstante C"

/f(t)dtzF(m)—kC fir alle xzeI.

Da ®(a) = 0 ist, gilt F(a) +C =0, d.h. C = —F(a). Fiir = b erhélt man

/ F(#)dt = F(b) — Fla) .

Abgesehen von der (unwesentlichen) Bezeichnung der Integrationsvariablen ist dies ge-
rade die Behauptung des Satzes. Es sei noch betont, dass die Formel des Hauptsatzes
sowohl fiir a < b als auch fiir @ > b (und trivialerweise fiir a = b) gilt.

Beachten Sie, dass der Hauptsatz eine enge Beziehung zwischen der Ableitung und
dem Integral herstellt, eine Beziehung, die a priori nicht auf der Hand liegt (deshalb
engl antiderivative).

Fiir die oft vorkommende Differenz F'(b) — F'(a) gebraucht man oft die Abkiirzung

b

“ausgewertet an a und b”; oder auch [F(m)}
a

Beispielsweise ist
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Im nachsten Kapitel werden wir den Hauptsatz systematisch anwenden. Zum
Schluss geben wir noch ein ganz einfaches Beispiel, in welchem zudem eine Bezeich-
nung erldutert wird. Wir betrachten die konstante Funktion f(x) = 1. Statt f; 1dx

schreibt man einfach f; dzx. Weil F(x) = z offensichtlich eine Stammfunktion von f(x)

b
/da::a:

Geometrisch ist dies der Flacheninhalt des Rechtecks mit Hohe 1 iiber dem Intervall

mit den Grenzen a und b (falls a < b ist; andernfalls ist b — a < 0, und wir bekommen

ist, erhalten wir

b
=b—a.
a

den negativen Flacheninhalt).

f(x)

A

> T

Wichtig:

1. Lesen Sie jetzt das komplette Kapitel im Buch selber durch.

2. Losen Sie danach mindestens 5 Aufgaben hinten im Kapitel und vergleichen Sie mit
den Losungen am Schluss des Buches. Bei Bedarf l6sen Sie mehr Aufgaben.

3. Gehen Sie in die Ubungsstunde. Drucken Sie das Ubungsblatt dazu vorher aus, lesen
Sie vorher die Aufgaben durch und machen sich erste Gedanken dazu (zum Beispiel,
wie man sie l6sen konnte).

4. Dann lésen Sie das Ubungsblatt: zuerst immer selber probieren, falls nicht geht: Tipp
von Mitstudi benutzen, falls immer noch nicht geht: Losung von Mitstudi anschauen, 1
Stunde warten, versuchen, aus dem Kopf heraus wieder zu 16sen, falls immer noch nicht
geht: Losung von Mitstudi abschreiben (und verstehen - also sollte man insbesondere
keine Fehler abschreiben!).

5. Losen Sie die entsprechenden Priifungsaufgaben im Archiv.
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Lessons learnt:

In 3BluelBrown
www.3bluelbrown.com/lessons/integration

Www.3bluelbrown.com/lessons/area—-and-slop€g

Tatsache (I): ® ist auf I differenzierbar und es ist ®'(z) = f(z) fir alle x € I .

Es sei f: I — R eine Funktion. Unter einer Stammfunktion (engl antiderivative,
primitive function, primitive integral or indefinite integral) von f versteht man eine
Funktion F, fir die gilt:

F'(xz) = f(x) firalle z€l.

Die Tatsache (I) kann nun auch so formuliert werden: Wenn f stetig ist, so ist die durch

O(z) = / F(t)dt

gegebene Funktion ® eine Stammfunktion von f. Somit hat jede stetige Funktion f
(mindestens) eine Stammfunktion, ndmlich ®.

Tatsache (II):  Wenn F(z) eine Stammfunktion von f(x) ist, dann ist auch F(x)+ C
fiir jede reelle Zahl C' eine Stammfunktion von f(x).

Von dieser Feststellung gilt aber auch die Umkehrung;:

Tatsache (III): Es seien Fj(x) und Fs(x) Stammfunktionen von f(z). Dann gilt
Fi(x)—Fy(x) = C (fiir alle x) fiir eine geeignete Konstante C', oder, anders geschrieben:

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

Die Funktion f sei auf dem Intervall I definiert und stetig. Ferner sei F' eine beliebige
Stammfunktion von f. Dann gilt fir alle a,b € I:

/ f(@)de = F(b) — F(a) .

Fiir die oft vorkommende Differenz F'(b) — F'(a) gebraucht man oft die Abkiirzung

b b

F(b) — F(a) = F(x)

oder auch [F(x)}

a a
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Klickerfragen zum Aufwirmen:
Frage 1: Sei ®(z) = [, 1 dt. Dann ist:
A) ®(3) = 1/2
B) ®(3) =1
C)®(33)=2
D) ®(3) =3
Frage 2: Sei ®(z) = [ 2 dt. Dann ist:
A) ®(3) =2
B) &(3) = 3
C) ®(3)=6
D) &(3) = 3/2
Frage 3: Sei ®(z) = [; ¢ dt. Dann ist:
A) 9(2) = 1/2
B) ®(2) =1
C) ®(2)=3/2
D) ®(2) =2
Frage 4: Sei ®(z) = [*, s? ds. Dann ist:
A) ®(0) = —1/2
B) ®(0) = 1/2
C) ®(0)=-1/3
D) ®(0)=1/3
Frage 5: Sei ®(z) = [, 1 dt. Dann ist: ®’(z) = 2 Wahr oder Falsch
Frage 6: Zur Erinnerung: Wenn ®(z fo ) dt, auf dem Intervall 1 d1fferenz1erbar
ist, dann gilt ®'(x) = f(z) fir alle x e I Se1 nun ®(z) = [ e*sin(3t) dt auf R.

Dann ist ®'(z) = e***!sin(3¢). Wahr oder Falsch

Frage 7: Eine Stammfunktion von sin(z) ist cos(x). Wahr oder Falsch
Frage 8: Eine Stammfunktion von cos(z) ist —sin(x). Wahr oder Falsch
Frage 9: Eine Stammfunktion von e” ist In(x). Wahr oder Falsch

Frage 10: Welche der folgenden Antworten sind Stammfunktionen von f(z) =

A)e”
B) e” 4+ 2
C)e” -1
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D) e**2

Frage 11: Welche der folgenden Antworten sind Stammfunktionen von f(x) = 2z + 17
A)z?+2z+C
B) 222 + 1

C)2x+22+2

D) Keine der Antworten sind Stammfunktionen von f.

Frage 12: Welche der folgenden Antworten sind Stammfunktionen von f(z) = %

A)—l+2
B) ¢

C)%+ﬁ

D) Keine der Antworten sind Stammfunktionen von f.

Frage 13: Die Funktion f sei auf dem Intervall I definiert und stetig. Ferner sei F' eine
beliebige Stammfunktion von f. Dann gilt fiir alle a,b € I: f; f(z) de = F(b) — F(a).
Wahr oder Falsch

Losungen zu den Klickerfragen:

Frage 1: B) ®(3) = [, 1dt = 3 —2 = 1; Frage 2: C) ®(3) = [ 2dt = 6 — 0 = 6; Frage 3:
B) ®(2) = [tdt = L1-4-1.1=3/2; Frage4: D) ®(0) = [* s ds = 1-.0-1.(~1) = 1/3;
Frage 5: Falsch. ®(x) = x, aber die Ableitung wére dann ®’(z) = 1; Frage 6: Wahr;
Frage 7: Falsch. Eine Stammfunktion von sin(x) ist — cos(z); Frage 8: Falsch. Eine
Stammfunktion von cos(z) ist sin(x); Frage 9: Falsch. Eine Stammfunktion von e” ist
e®; Frage 10: A) e*, B) ¢ + 2, C) €* — 1; Frage 11: D) Keine der Antworten sind
Stammfunktionen von f; Frage 12: A) —% + 2; Frage 13: Wahr. Dies ist der Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung.



