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10. DAS BESTIMMTE INTEGRAL

(10.2) Die Definition des bestimmten Integrals (engl definite integral)

Wir wollen nun — wie in (9.6) angekiindigt — den in den Beispielen des Kapitels
9 untersuchten Prozess als allgemeine Konstruktion einfiihren.

Dazu seien ein abgeschlossenes Intervall [a, b] und eine stetige Funktion
fila,b) = R, (a<b)

gegeben. Wir fithren nun eine Reihe von Schritten durch:

1. Schritt

Wir unterteilen das Intervall [a, b] in n Teilintervalle, indem wir Teilpunkte
a=20 <1 <To<.. <1<z <...<x,=0b

wéhlen. (Wir sprechen auch von einer Unterteilung des Intervalls [a, b].) Das i—te Teil-
intervall [z;_1, ;] hat die Ladnge Az; = x; — z;—1. (Es wird nicht vorausgesetzt, dass
die Teilintervalle alle dieselbe Léange haben.)

2. Schritt

In jedem Teilintervall [z;_1, z;] wéhlen wir einen Zwischenpunkt (“Stiitzpunkt”) &;:

Ti—1 <& <.

3. Schritt

Mit den so gewahlten Grossen bilden wir die Summe

D F(&) i —wia) = 3 f(E) AT

Eine solche Summe wird Riemannsche Summe (nach B. RIEMANN, 1826-1866) ge-
nannt.
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4. Schritt

Nun verkleinern wir die Teilintervalle immer mehr (d.h., wir lassen Ax; — 0 streben).
Dabei wird die Anzahl n der Teilintervalle automatisch immer grosser (n — 00).

Bei diesem Prozess strebt die Riemannsche Summe einem Grenzwert zu. Dieser
heisst das bestimmte Integral von f mit den Grenzen a und b und wird mit

/a  fla)dr

bezeichnet. Formelmaéssig geschrieben:

b n
/a f(x)de = AE&O; f(&)Ax; .

Damit ist das bestimmte Integral als allgemeine mathematische Konstruktion einge-
fithrt. Ein Vergleich mit (9.2) bis (9.5) zeigt, dass die dort durchgefiihrten Uberlegungen
konkrete Anwendungen des abstrakten Integralbegriffs sind (siche auch (10.5)).

* Wichtige Bemerkungen im Buch als HA: (10.3), (10.5) und (10.6a)

* zum Beispiel Antworten zu ”wie geht Grenziibergang genau?”: Keine Esoterik bitte,
sondern Mathe studieren, wenn man es ganz genau wissen will.

* f: f(z)dx ist eine Zahl, wenn a und b gegeben: Man nennt es das bestimmte Integral,
sobald die Grenzen gegeben sind.

* Die Integrationsvariable ist beliebig austauschbar und verschwindet mit der Rechnung;
die folgenden Ausdriicke sind alle gleich, egal ob wir mit x,u, s arbeiten:

[ s = [ = [ sy

/: f(z)dz.

Integrationsgrenze NIE als Integrationsvariable!!!!

* Bitte NIE
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(10.6) Weitere Beispiele zur Anwendung des Integralbegriffs

Dieser Abschnitt erganzt die Beispiele in Kapitel 9. Wir wollen erneut zeigen,
dass der Integralbegriff zur Beschreibung von gewissen Sachverhalten zwingend benétigt
wird.

b) Lénge eines Kurvenstiicks

f(z)

> T
(=)

> T
f(z)

> T
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Fortsetzung Lange eines Kurvenstiicks:

gute Nachricht: haben Ausdruck fiir alle Langen wenn f diff’bar.

schlechte Nachricht: selten explizit berechenbar (Stammfunktion?); braucht numerische
Methoden (vgl Kapitel 21).
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(10.7) Ein Beispiel zur Berechnung von bestimmten Integralen

Wir haben bis jetzt kein einziges Integral explizit berechnet; das kommt systematisch
spiter. Wir berechnen jetzt mal das Integral von 22 ”von Hand”. Dazu noch ein Artikel
von mir zu einer berithmten Formel von Gauss:

https://schweizermonat.ch/der-kleine-gauss—-laesst-einem—-keine-ruhqg .



https://schweizermonat.ch/der-kleine-gauss-laesst-einem-keine-ruhe
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Fortsetzung 22 ”von Hand”: wollen Riemannsche Summe:

(10.8) Einige Rechenregeln fiir das bestimmte Integral

a) Summen, Differenzen, Vielfache

Fiir das bestimmte Integral gelten folgende Regeln
b

<nL%uwmmm=lUwMimem
(2) /abcf(x) dr — c/abf(x) dx .

b) Vertauschen der Integrationsgrenzen

Das Integral f; f(x) dx war unter der ausdriicklichen Voraussetzung definiert worden,
dass a < b ist. Fir a > b definiert man in weitgehender Ubereinstimmung mit der
anschaulichen Vorstellung:

B)éiﬂ@dwzo
(4) /abf(x)dx:—/baf(ac)dx fir b<a.

(Vertauschen der Integrationsgrenzen dndert das Vorzeichen!)
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c) Zerlegung des Intervalls

Es sei ¢ € [a,b]. Dann gilt

/f m_/f m+/f

Betrachtet man den Spezialfall, wo das Integral einen Flacheninhalt darstellt, so ist das
Resultat geometrisch klar (man kann es aber auch rein rechnerisch beweisen):

ﬂ@

Im iibrigen gilt die obige Formel auch fiir beliebige Anordnungen von a, b, ¢; also z.B.
fiir ¢ < b < a etc. Der Beweis wird durch Untersuchung der verschiedenen méglichen
Falle erbracht.

Wichtig:

1. Lesen Sie jetzt das komplette Kapitel im Buch selber durch.

2. Losen Sie danach mindestens 5 Aufgaben hinten im Kapitel und vergleichen Sie mit
den Losungen am Schluss des Buches. Bei Bedarf losen Sie mehr Aufgaben.

3. Gehen Sie in die Ubungsstunde. Drucken Sie das Ubungsblatt dazu vorher aus, lesen
Sie vorher die Aufgaben durch und machen sich erste Gedanken dazu (zum Beispiel,
wie man sie l6sen konnte).

4. Dann 16sen Sie das Ubungsblatt: zuerst immer selber probieren, falls nicht geht: Tipp
von Mitstudi benutzen, falls immer noch nicht geht: Losung von Mitstudi anschauen, 1
Stunde warten, versuchen, aus dem Kopf heraus wieder zu losen, falls immer noch nicht
geht: Losung von Mitstudi abschreiben (und verstehen - also sollte man insbesondere
keine Fehler abschreiben!).

5. Losen Sie die entsprechenden Priifungsaufgaben im Archiv.
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Lessons learnt:

/abf(x)dx _ /abf(u)du _ /abf(s)ds.

/: f(z)dz.

Integrationsgrenze NIE als Integrationsvariable!!!!

Kurvenlinge L = f; 1+ (f(x))2dx

Fiir das bestimmte Integral gelten folgende Regeln

w | (@) £ g(a)) da = / ) do / @) da

Bitte NIE

@) /abcf(ac) do = c/abf(x) dz |

Fir a > b definiert man:

®) [ fa)ds=o
(@) /abf(x)dx:—/baf(m)dm fiir b<a.

(Vertauschen der Integrationsgrenzen dndert das Vorzeichen!)

(5) /abf(x)dx:/acf(ac)dx—i—/cbf(m)dm.

Klickerfragen zum Aufwirmen:

Frage 1: Die Anndherung der Flidche unter einer Kurve f(z) durch die Summe der
Flachen von Rechtecken mit Hohe gleich dem Funktionswert an einem beliebigen Ort
des jeweiligen Intervalls wird als Riemann-Summe bezeichnet. Wahr oder Falsch

Frage 2: Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?
A) [, (f(@) +g(2)) dz = [} f(2) dw + [} g(x) dz

) (@) 9(@) dx = [, f(x) da - [} g(x) da

C) ffc—kf(m) dx = c—i—f;f(:c) dz

D) f; cf(x) do = cf: f(z) dx

Frage 3: Was passiert mit dem Integral, wenn die Intervallgrenzen vertauscht werden,
d.h., wenn das Integral von a bis b in das Integral von b bis a gedndert wird?
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Frage 4: Welche der folgenden Aussagen zum Integral fac f(z) dx sind korrekt, wenn
a < b < c? (Mehrere Antworten moglich)

A) [ f(x) d:z:—fbf ) dz + [ f(x) da
B) facf(x) dac—f f(x) dz —fb f(x) dz
C) facf(a:) d:p—fb f(x) d:z:—l—f f(x) dz
D) acf(:c) d:v—f f(z) dx —f f(z) dzx

Frage 5: Fiir jede Funktion f(x) gilt: f f(z) dz = 0. Wahr oder Falsch
Losungen zu den Klickerfragen:

Frage 1: Wahr; Frage 2: Die korrekten Antworten sind A und D. Diese Eigenschaften
beschreiben die Linearitat des Integrals; Frage 3: Die korrekte Antwort ist B. Wenn
die Intervallgrenzen vertauscht werden, andert sich das Vorzeichen des Integrals:
f: f(z) dv = — [," f(z) dz; Frage 4: Die korrekten Antworten sind A, C und D; Frage
5: Wahr. Wenn die Intervallgrenzen gleich sind, ist die Breite des Intervalls null, und
daher ist das Integral iiber dieses Intervall immer null: faa f(x) dz = 0.



